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1. JVADAS

Sio straipsnio tikslas yra apzvelgti fizikiniy procesy ar reiski-
niy matematiniy modeliy neapibréztumo ir jautrumo analizéje
taikytinus statistinius metodus. Procesai ir rei$kiniai jvairiose
mokslo srityse daznai analizuojami pasitelkus matematinius
modelius. Paprastai matematiniai modeliai yra apraomi di-
ferencialiniy lyg¢iy sistemomis su jvairiomis krastinémis sa-
lygomis. Realiy sudétingy fizikiniy procesy atveju tokiy lygciy
sistemy sprendinius galima gauti tik skaitmeniniais metodais.
Tam tikslui yra kuriami specialiis programy paketai, leidziantys
analizuoti fizikinius procesus konkreciy salygy ar konkrecios
vartotojo analizuojamos techninés sistemos atveju. Jdomu pa-
zyméti, kad matematiniai modeliai placiai taikomi ne tik tech-
nologiniuose ar fiziniuose moksluose, bet ir biologijoje, farma-
cijoje ar kitose anksc¢iau buvusiose beveik tik eksperimentinése
srityse.

Platus matematiniy modeliy taikymas i$kelia ir naujy pro-
blemy bei uzdaviniy. Vienas tokiy uzdaviniy yra efektyvus mo-
delio rezultaty neapibréztumo jvertinimas. Sis uzdavinys kyla
dél to, kad nejmanoma visi$kai tiksliai nustatyti pradiniy mo-
delio parametry reik$miy ir realiose situacijose jos gali biti skir-
tingos, nei naudojamos modelyje. Praktiniuose skai¢iavimuose
dazniausiai svarbu parodyti, kad tam tikri sistemos ar reigkinio
kintamieji (pvz., maksimalus pasiekiamas slégis, temperatira,
sprogimo jéga, vandens lygis ir kt.) nevirsys leistiny riby. Siai
problemai nagrinéti bitina jvertinti modelio rezultaty neapi-
bréztuma.

Kitas ne mazesng¢ praktine reik$éme turintis uzdavinys yra
modelio pradiniy parametry jautrumo jvertinimas. Modelio pa-
rametry jautrumo indeksai parodo, kaip svarbus yra konkretus
parametras modelio rezultatui. Jautrumo indeksai paprastai yra
kiekybiniai dydziai, todél parametry svarbg galima ranguoti ir

nustatyti labiausiai modelio rezultatus veikian¢ius parametrus.
Jautrumo analizés rezultatai yra svarbas siekiant nustatyti, ku-
riuos parametrus verta tikslinti, o kuriy tikslumo padidinimas
nesumazina rezultato neapibréztumo. Kadangi tikslus modelio
parametry jvertinimas daznai susij¢s su nemazomis i$laidomis
(ypac jei reikia atlikti papildomus eksperimentus), jautrumo
analizés rezultatai leidZia efektyviai paskirstyti tyrimy priorite-
tus.

Siame straipsnyje pateikiama matematiniy modeliy rezul-
taty neapibréztumo ir parametry jautrumo analizés statistiniy
metody apZvalga. Straipsnyje taip pat aptariami $iy metody pra-
nasumai, trikumai, taikymo prielaidos ir salygos. Pastaruoju
metu nemazai taikomyjy darby neapibréztumo ir jautrumo
analizés srityje atlikta ir Lietuvoje [1-6].

2. MODELIO REZULTATU NEAPIBREZTUMO
ANALIZE

2.1. Matematinio modelio aprasymas
Matematinius modelius daznai patogu aprasyti kaip funkcija:

y=F(x,%,.,X); (1)
iax, x,..., X, — modelio parametrai;

N - modelio parametry skaicius;

y — modelio rezultatas;

F(-) - funkcija, siejanti modelio parametrus ir modelio re-
zultatg.

Matematinio modelio aprasymas (1) yra $iek tiek supapra-
stintas, nes realiuose modeliuose dazniausiai turime ne vieng
rezultatg, o daug rezultaty, apibiidinandiy jvairias nagrinéjamo
proceso ar reiskinio charakteristikas, t.y. y yra vektorius, o ne
skaliarinis dydis. Taip pat daznai turime analizuoti rezultatus,
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kurie priklauso nuo laiko ¢, t.y. y = y(t), o funkcija F tuomet
taip pat priklauso nuo ¢. Tatiau supaprastintas modelio aprasy-
mas (1) nekeic¢ia neapibréztumo ir jautrumo analizés principy,
todél Siame straipsnyje naudosime (1) apragyma. Jeigu turime
daug skirtingy modelio rezultaty (pvz., slégis, temperatira,
srauto debitas), neapibréztumo ir jautrumo analize reikéty at-
likti kiekvienam rezultatui atskirai, arba jei tokiy rezultaty labai
daug, vienam apibendrintam rezultatui ar tik svarbiausiems.
Daznai modelio rezultatai skai¢iuojami jvairiems laiko momen-
tams, tokiu atveju neapibréZtumo ir jautrumo analize reikéty
atlikti kiekvienam laiko momentui atskirai, arba pasirinktiems
budingiems taskams, pvz., maksimaliai reik§mei.

Modelio rezultato neapibréztumo problema kyla dél to, kad
modelio parametrai x, x,,..., X,, néra tiksliai Zinomi arba gali
keistis realios aplinkos salygomis. Todél modelio parametrus ga-
lime laikyti atsitiktiniais dydziais ir juos aprasyti tikimybiniais
skirstiniais p(x,), p(x,)s..., p(x,). Siy tikimybiniy skirstiniy nu-
statymas yra papildomas modeliuotojy uzdavinys. Papras¢iausiu
atveju, kai parametras yra i$matuojamas dydis ir jo reik§més
neapibréztumas kyla tik dél matavimo paklaidos, naudojamas
normalusis (Gauso) tikimybinis skirstinys. Praktikoje daznai
taikomi tolygusis, trikampis, lognormalinis, beta ir kiti skirsti-
niai. Pasirinktas tikimybinis skirstinys turi geriausiai atspindéti
esamas Zinias apie galimg parametro reik$me.

Modelio funkcija F(-), siejanti modelio parametrus su rezul-
tatu y, bendruoju atveju yra sudétinga ir daznai netiesiné funk-
cija, kurios analitiné i$raika retai Zinoma. Sudétingy modeliy
atveju, kai naudojami specializuoti programy paketai, funkcija
F(-) galime laikyti programy paketo skai¢iavimus apra$ancia
funkcija. Svarbus palengvinimas yra tai, kad neapibréztumo ir
jautrumo analizei atlikti nebutina Zinoti analitine F(-) iSrai$ka.

2.2.Rezultaty neapibréztumo statistinio tyrimo metodai
Modelio parametry neapibréztumo schematinis rysys su mode-
lio rezultaty neapibréztumu pavaizduotas 1 pav.

Zinodami modelio parametry tikimybinius skirstinius gali-
me atsitiktinai parinkti parametry reik§mes ir sudaryti modelio
parametry reik§miy rinkinius. Atlikus modelio skai¢iavimus
kiekvienam parametry rinkiniui gaunamos skirtingos mode-
lio rezultato reik§més ir tai atspindi rezultato neapibréztumg.
Siekiant jvertinti modelio rezultaty neapibréztuma kiekybiskai,

g Flzlkmlg p.r(?ceso Laikas t
Parametrai ar reis$kinio
Xy e—— matematinis Modelio
e— modelis rezultatai Y
P
X;

1 pav. Modelio parametry neapibréztumo schematinis rySys su modelio rezultaty
neapibréztumu

modelio rezultatas analizuojamas kaip atsitiktinis dydis ir ver-
tinamos modelio rezultato skirstinio charakteristikos. Modelio
rezultato neapibréZtumo analizé leidzia atsakyti j klausima, ko-
kia yra tikimybé, kad modelio rezultatas bus didesnis arba ma-
Zesnis, nei tam tikra riba, arba kad nepateks j tam tikro dydzio
intervala. Sie klausimai daZnai turi svarbig praktine reik$me,
ypa¢ jei modelio rezultaty analizé turi uztikrinti technologinio
proceso sauga (pvz., avarijos atveju slégis vamzdynuose neturi
vir$yti leistinos ribos, arba vandenilio koncentracija neturi su-
daryti sprogaus misinio). Nesant galimybei atlikti neapibréztu-
mo analize, paprastai taikomos konservatyvios prielaidos apie
modelio parametry reik§mes ir priimamos papildomos kon-
servatyvios scenarijaus salygos, ta¢iau toks metodas neleidzia
uztikrinti, kad konservatyvumas islaikomas viso skai¢iavimo
metu, o gauti konservatyviis rezultatai daznai rei$kia ir neefek-
tyvius technologinio proceso apribojimus.

Atliekant modelio rezultaty neapibréZtumo analize, pir-
miausia reikéty atkreipti démesj  modelio skai¢iavimo laikg. Jei
$is laikas néra ilgas (kelios minutés ar trumpiau), tuomet galima
sudaryti didele (1000 ir daugiau) modelio parametry atsitiktine
imtj bei gauti tokj patj modelio rezultaty skai¢iy. Esant tokio dy-
dzio im¢iai galime pakankamai tiksliai jprastais statistiniais me-
todais nustatyti modelio rezultaty skirstinio tipa bei jvertinti jo
charakteristikas: vidurkj, dispersija, jvairius kvantilius bei nusta-
tyti intervalg, j kurj pateks 100% - o (a = 0,95; 0,99 etc.) modelio
rezultato reik$miy. Praktikoje daznai gali buti svarbu jvertinti ne
intervalg, bet tik virSutine arba apatine ribg, kurios kirtimo tiki-
mybé yra labai maza, pavyzdZiui, nustatyti ribg, kurios nevir$yty
100% - a (& = 0,95; & = 0,99 etc.) modelio rezultato reik§miy.

Jei turima didelé imtis, tuomet intervalas, j kurj pateks
100% - o (o = 0,95; & = 0,99 etc.) modelio rezultato reik$miy, ap-
skai¢iuojamas kaip skirtumas tarp atitinkamy skirstinio kvan-
tiliy. Pazymékime x - atsitiktinio dydZio X (modelio rezulta-
tas) skirstinio g kvantilj, t.y. P(X < x ) = q. Kadangi skirstinio
kvantiliai nustatomi empirigkai i§ skai¢iavimo rezultaty imties,
tuomet apytiksliai 100% - a (arba kitaip su tikimybe, artima a)
visy modelio rezultato reik§miy pateks j intervalg [xl—Tu’xaTﬂ].
Pavyzdziui, apytiksliai 99% visy modelio rezultato reik$miy pa-
teks j intervalg [x ., x, ,..]. Dél paprastumo vadinkime §j inter-
valg a-intervalu.

Jeigu reikia nustatyti ribg, kurios nevirsyty 100% - a mode-
lio rezultato reik$miy, tai tokig ribg nusako kvantilis x . Jeigu
reikia nustatyti riba, kurig vir$yty 100% - o modelio rezultato
reik$miuy, tai tokig ribg nusako kvantilis x, . Dél paprastumo va-
dinkime tokias ribas atitinkamai a-riba ir (1-a) - riba.

Modelio rezultaty neapibréztumo analizé tampa sudétin-
gesné, jeigu modelio skai¢iavimo laikas yra ilgas ir atlikti daug
skai¢iavimy reikia dideliy kompiuteriniy i$tekliy. Tuomet nori-
mas modelio rezultato skirstinio charakteristikas turime vertin-
ti naudodami mazesne atsitiktine imtj. MaZos atsitiktinés imties
atveju skirstinio charakteristiky jvertinimo tikslumas tampa ak-
tualiu klausimu ir reikia taikyti sudétingesnius statistinius me-
todus. Toliau i$samiau pateiksime metoda, kaip reikéty jvertinti
intervala, | kurj pateks dauguma modelio rezultato reik$miy tu-
rint mazg imtj.

Mazos atsitiktinés imties atveju, kai skai¢iavimy skaicius sie-
kia tik kelis $imtus, negalime pakankamai tiksliai apskai¢iuoti mo-
delio rezultato skirstinio kvantiliy, kartu ir a-intervalo. Anglijos
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statistikas S. S. Wilksas 1941 metais paskelbé darbg [7], kuriame pa-
teiké metoda, kaip biity galima i§ nedidelés paprastosios atsitiktinés
imties apskai¢iuoti a-intervala, j kurj pateks ne maziau kaip 100% - «
modelio rezultato reik§miy. Sj intervala nusako maksimalios ir mi-
nimalios skai¢iavimo metu gautos modelio rezultato reik$miy skir-
tumas. Wilkso metodas nurodo, kokj minimaly modelio skaic¢iavi-
my kiekj reikia atlikti, kad skai¢iavimo metu gautos maksimalios ir
minimalios modelio rezultato reik§més atitikty norimo tikimybinio
lygio intervalg. Praktikoje svarbi Wilkso metodo savybeé yra tai, kad
reikalingy atlikti modelio skai¢iavimy skai¢ius nepriklauso nuo
modelio parametry skaiciaus, taip pat nepriklauso nuo modelio
rezultato skirstinio tipo ir savybiy, taciau visi modelio parametrai
tarpusavyje turi bati nepriklausomi. Taip pat svarbi Wilkso metodo
savybeé yra tai, kad skai¢iavimams naudojama modelio parametry
atsitiktiné imtis turi bati batinai paprastoji atsitiktiné imtis ir negali
buti mazéjancios dispersijos atsitikting imitis, tokia, kaip, pavyzdziui,
Lotyny hyperkubo ar stratifikuota imtis.

Kaip minéta, Wilkso metodas reikalauja palyginti nedidelio
skai¢iavimy kiekio. Akivaizdu, kad parinkus kitus modelio pa-
rametry rinkinius, gautos maksimalios ir minimalios modelio
rezultato reik§meés gali skirtis. Todél batina jvertinti tiksluma, su
kuriuo i§ maksimalios ir minimalios modelio rezultato reik§més
nustatytas a-intervalas apima ne maziau nei 100% - a modelio
rezultato reik$miy. Tiksluma jvertinantis a-intervalas yra vadi-
namas tolerancijos intervalu ir jj apibadina dvi tikimybinés cha-
rakteristikos (a, B); ¢ia a — a-intervalo parametras, nusakantis
intervalg tarp kvantiliy atsitiktinio dydzio skirstinio, apimancio
ne maziau kaip 100% - « skirstinio reik$miy, o p - pasikliovimo
lygmuo, savo prasme atitinkantis statistikoje gerai Zinoma pa-
sikliautinio intervalo pasikliovimo lygmenj. Tolerancijos inter-
valo interpretacija yra tokia, kad j (a, B)-tolerancijos intervalg
pateks ne maziau kaip 100% - a visy modelio rezultaty su ne ma-
zesne tikimybe nei {, t. y. su ne maZesne tikimybe nei p, modelio
rezultatas i$ ne maziau kaip 100%- a visy skai¢iavimy pateks j
apskai¢iuotg tolerancijos intervala.

Jei reikia vertinti ne visg intervalg, o tik virSutine arba apatine
riba, tai naudojama (a, )-tolerancijos riba: ¢ia a — a-ribos paramet-
ras, o0 p — pasikliovimo lygmuo. Vertinant vir$utine tolerancijos ribg,
surandama maksimali apskai¢iuota modelio rezultato reik$me, o
vertinant apating tolerancijos riba — minimali apskai¢iuota modelio
rezultato reik$mé. Reikiamas skai¢iavimy skaicius vienpusés ribos
atveju yra vienodas (1 lentelé), nepaisant to, ar skai¢iuojama vir$uti-
né, ar apatiné tolerancijos ribos. Tolerancijos ribos interpretacija yra
analogiska tolerancijos intervalo interpretacijai, tik intervalas tarp
skirstinio kvantiliy kei¢iamas vienu kvantiliu, t.y. su ne maZesne
tikimybe nei B, modelio rezultatas i§ ne maziau kaip 100%-a visy
skai¢iavimy bus ne mazesnis (/ne didesnis), nei apskaiciuota apati-
né (/virsutiné) (o, B) - tolerancijos riba.

Wilkso metodas numato, kad (a, B)-tolerancijos intervalui
apskai¢iuoti reikalingas minimalus modelio skai¢iavimy skai-
¢ius 7 turi tenkinti (1) nelygybe, (a, )-tolerancijos ribos atve-
ju - (2) nelygybe:

1-a"-n(l-a)a™' B, (1)
- >p. )

Pagal (1) ir (2) formules apskaiciuoti reikalingi minimalds
modelio skai¢iavimy kiekiai dazniausiai naudojamoms a ir

reik§méms pateikti lenteléje. Skai¢iavimai pagal (1) ir (2) formu-
les rodo, kad nereikia daug skai¢iavimy, kad pakankamai tiksliai
(=0,99) apskai¢iuotume tolerancijos intervalg, apimantj ne
maziau kaip 90% (a=0,9) visy modelio rezultaty (uztenka 64).
Tadiau jei norétume nelabai tiksliai (f = 0,90) apskaiciuoti tole-
rancijos intervala, apimantj ne maziau kaip 99% (a = 0,99) visy
modelio rezultaty, reikéty net 388 skai¢iavimy. Jeigu parametras
B artéja prie vieneto, tuomet (a, )-tolerancijos intervalo interpre-
tacija sutampa su a-intervalo interpretacija. Si situacija kaip tik
atsitinka, kai turima modelio skai¢iavimy imtis yra didelé. Ypa¢
tikslas tolerancijos intervalai néra labai informatyviis, nes yra pa-
kankamai platas ir reikalauja atlikti daug skai¢iavimy. Pavyzdziui,
(0,99; 0,99)-tolerancijos intervalui apskai¢iuoti reikéty atlikti net
662 skai¢iavimus. Todél praktiniuose skai¢iavimuose dazniausiai
taikomas (0,95; 0,95)-tolerancijos intervalas yra priimtinas kom-
promisas tarp tikslumo ir reikalingo modeliavimy skai¢iaus.

Lentelé. Minimalus modelio skaiciavimy kiekis (a, B)-tolerancijos intervalui ir
(a, B)-tolerancijos ribai apskaiciuoti

(a, B)-tolerancijos (a, B)-tolerancijos

intervalui ribai
B/a 090 0,95 0,99 B/a 090 0,95 0,99
0,90 38 77 388 0,90 22 45 230

0,95 46 93 473
0,99 64 130 662

0,95 29 59 299
0,99 44 30 459

3. MODELIO PARAMETRU JAUTRUMO ANALIZE

Matematinio modelio parametry jautrumo analizé skirta is-
tirti labiausiai modelio rezultato neapibréztuma salygojancius
veiksnius. TipiSkas jautrumo analizés rezultatas yra svarbiausiy
modelio parametry sarasas, parametry svarbg vertinant kieky-
biniais dydziais. Kadangi Zinomas ne vienas jautrumo analizés
statistinis metodas, daznai naudinga ne tik teisingai pasirinkti
konkrety metoda, bet ir palyginti gautus rezultatus su kitais me-
todais gautais rezultatais.

Pagal jautrumo analizés rezultatus galime nustatyti, kuriy
modelio parametry tikslesnis jvertinimas leisty zenkliai su-
mazinti modelio rezultato neapibréZtumus ir kuriy parametry
tolesnis tikslinimas néra prasmingas dél jy mazos jtakos rezul-
tatui. Kadangi parametry jvertinimas daznai susijes su turimo-
mis ziniomis apie tam tikrus fizikinius dydzius ar rei$kinius,
parametrui tiksliau jvertinti gali tekti atlikti papildomus ekspe-
rimentinius tyrimus. Todél jautrumo analizé gali padéti numa-
tyti prioritetinius eksperimentinius tyrimus ir objektyviai spres-
ti optimalaus 1é$y paskirstymo brangiems tyrimams klausima.

Jautrumo analizés metodai skirstomi j lokalius ir globalius.
Siame skyriuje siekiama aptarti globalius jautrumo indeksus,
todél apie lokalius indeksus pateiksime tik trumpg informacija.
Dazniausiai naudojamas lokalus jautrumo indeksas yra modelio
rezultato i$vestiné. Matematinio modelio atveju i$vestines skai-
¢iuoti patogiausia skaitmeni$kai baigtiniy skirtumy metodu:

OF (%, %, 50, Xy)
0ox,
_ F(x, %y X + A X)) = F (X, %, 500, X ey Xy )

>

A,

i

i=12,.,N.
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Daugiau informacijos apie lokalius jautrumo analizés me-
todus pateikta [8]. Pagrindinis lokaliy jautrumo indeksy triku-
mas yra tai, kad jie vertina parametry jtaka modelio rezultatui
tik vieno tasko nedideléje aplinkoje, 0 ne visame parametro
reik$meés kitimo intervale. Taip pat lokalds jautrumo indeksai
nejvertina parametry reik§miy tikimybiniy skirstiniy, todél juos
naudoti jautrumo analizei nerekomenduojama.

Vienas papras¢iausiy jautrumo analizés metody yra sklaidos
grafiky analizé. Paprastai rekomenduojama atlikti tokig grafine
analize jautrumo analizés pradiniame etape, kuris leisty nesun-
kiai pastebéti esamus tiesioginius modelio parametry ir rezultato
sary$ius. Sklaidos grafikams gauti naudojama ta pati parametry
ir modelio rezultaty imtis, kaip ir neapibréztumo analizei atlikti.
Sklaidos grafiko pavyzdziai pavaizduoti 2 pav. PavyzdZiuose ma-
tyti, kad parametro X1 reik§més néra susijusios su modelio rezul-
tato Y reik$mémis, tatiau parametro X2 atveju tokia priklausomy-
bé egzistuoja. Parametro X2 maZesnés reik§meés yra susijusios su
modelio rezultato mazesnémis reiksmémis, o didesnés — su rezul-
tato didesnémis reik§mémis. Toliau pateiksime metodus, leidZian-
¢ius kiekybiskai jvertinti $ig priklausomybe.

Mogelio rezultatas Y
*
L 4
L 2
*

Parametras X1

IS
* % *e

2
> ’0 P Y24

Modelio rezultatas Y
2

&

Parametras X2

2 pav. Sklaidos grafiko pavyzdziai

Globalios jautrumo analizés metodai pagal skai¢iavimo
principus skirstomi j imties metodus ir dispersijos i§skaidymo
metodus. Tolesniuose skyriuose aptarsime $ias dvi metody rasis
ir jy taikymo ypatumus tik tam atvejui, kai modelio paramet-
rai yra tarpusavyje nepriklausomi. Priminsime, kad Wilkso ne-
apibréztumo analizés metodas skirtas taip pat tik tarpusavyje
nepriklausomy modelio parametry atveju. Jautrumo analizés
metodai priklausomy modelio parametry atveju taip pat pakan-
kamai i$plétoti, taciau jie kur kas sudétingesni.

3.1.Imties metodai jautrumo analizéje
Imties metodai labai plac¢iai taikomi jautrumo analizéje, nes
jie néra sudétingi ir leidZia greitai jvertinti parametry svarba.

Vienas imties metody pranagumy yra tai, kad galima naudoti ta
paciag modelio parametry atsitikting imtj, kuri buvo naudojama
modelio rezultato neapibréztumo analizéje. Todél jau atlikus ne-
apibréztumo analize, jautrumo analizei atlikti imties metodais
nereikia papildomy modelio skai¢iavimy.

Vienas papras¢iausiy imties metodais apskai¢iuojamy para-
metry jautrumo indeksy yra koreliacijos koeficientas. Praktikoje
skai¢iuojami tiek Pirsono koreliacijos koeficientas, tiek ranginis
Spirmeno koreliacijos koeficientas. Parametro x, koreliacijos
koeficientas nusako tiesine priklausomybe tarp parametro ir
modelio rezultato. Kuo absoliutiniu dydziu koreliacijos reiksmé
ar¢iau vieneto, tuo parametro x, jtaka modelio rezultatui dides-
né. Tokiu badu galima reitinguoti modelio parametrus pagal
ju itaka modelio rezultatui. Pagrindiniai koreliacijos koeficien-
to kaip jautrumo indekso trikumai yra $ie: koreliacijos koe-
ficientas turi prasme tik esant tiesinei priklausomybei ir néra
vertinama keleto parametry tarpusavio sgveikos jtaka modelio
rezultatui. Jeigu parametry ir modelio rezultato priklausomybé
néra tiesiné, o taip daznai ir biina, galima pabandyti eliminuoti
netiesis$kumo jtaka ranguojant duomenis ir skai¢iuojant korelia-
cijos koeficienta ne duomenims, o jy rangams. Tada parametry
jautrumo indeksa atitinka ranginis Spirmeno koreliacijos koefi-
cientas, kurio interpretacija ir trikumai yra analogiski Pirsono
koreliacijos koeficientui. Nei vienas i§ koreliacijos koeficienty
negali jvertinti keleto parametry tarpusavio saveikos jtakos,
todél koreliacijos koeficientai yra tinkami parametry jautrumo
indeksai, jei parametry tarpusavio saveikos jtaka modelio rezul-
tatui yra nezymi.

Literatiroje galima sutikti ir dalinés koreliacijos koeficiento
taikymus parametry jautrumo analizéje. Tadiau tuo atveju, kai
analizés tikslas yra nustatyti modelio parametrus, kuriy neapi-
bréztumas paaiskina didziausig modelio rezultato neapibréz-
tumo dalj, dalinés koreliacijos koeficientas (taip pat ir ranginis
dalinés koreliacijos koeficientas) néra tinkamas parametry jaut-
rumo indeksas [9].

Vienas populiariausiy imties metody jautrumo analizéje yra
standartizuota tiesiné regresija. Matematinj modelj (1) iSreiksi-
me daugialype tiesine parametry funkcija:

y=Fx,x,..x))=a+b-x +.+b, -x, (2)

Daugialypés regresijos koeficientai b, apskaic¢iuojami maziausiy
kvadraty metodu, ta¢iau jie negali bati jautrumo indeksais, nes
batina normuoti parametry matavimo skales. Parametry mata-
vimo vienetai normuojami standartizuojant kiekviena paramet-
rg ir modelio rezultaty:

X~ Ex,

%, = i=1,2,, Nsk =1, 2,..., M;

OX,

i

5, =2 By
Sy
¢ia Ex, - x, parametro vidurkis;
Ey — modelio rezultato vidurkis;
0x, - x, parametro standartinis nuokrypis;
oy - modelio rezultato standartinis nuokrypis;
M - parametry atsitiktinés imties dydis;
N - parametry skaicius.
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Tuomet regresijos koeficientai B, standartizuotiems dy-
dziams vadinami standartizuotais regresijos koeficientais ir yra
daznai naudojami parametry jautrumo indeksai:

Y=04+P, X +.. Py Xy (3)

Viena svarbiausiy prielaidy, kuomet SRK turi prasme, yra tai,
kad tiesinio modelio (2, 3) determinacijos koeficientas R? baty
artimas vienetui. Jautrumo analizéje determinacijos koeficiento
reik§mé nurodo tg dalj modelio rezultato neapibréztumo, kurig
galima paai$kinti modelio parametry neapibréztumu. Likusi
nepaaiskinama modelio rezultato neapibréztumo dalis susiju-
si su modelio parametry tarpusavio sgveikos jtaka rezultatui ir
ji gali bati analizuojama dispersijos i$skaidymo metodais (3.2
skyrelis). Praktikoje daznai reikalaujama, kad tiesinio modelio
determinacijos koeficientas baty ne mazesnis kaip 0,6, t. y. para-
metry neapibréztumas paaiskinty ne maziau kaip 60% modelio
rezultato neapibréztumo. Jei R? yra mazesnis, tuomet SRK patei-
kiamas parametry jautrumo reitingavimas gali bati klaidingas.
Esant mazam R? koreliacijos koeficientai taip pat negali biti pa-
rametry jautrumo indeksais.

Tiksli matematiné standartizuoto regresijos koeficiento
interpretacija yra tokia: jei modelio parametrg x, padidintume
dydziu, lygiu vienam standartiniam nuokrypiui 6, tuomet mo-
delio rezultatas y padidéty vidutini$kai dydziu cy - . Svarbi
SRK savybé yra tai, kad jie nurodo tiek teigiama, tiek neigiama
parametro jtaka rezultatui. Todél reitinguojant modelio para-
metry svarba pagal SRK, bitina reitinguoti pagal absoliutine
SRK verte.

Jei jautrumo analizei atlikti imties metodais naudojama
maza imtis (taip dazniausiai buna taikant Wilkso metodg), tuo-
met tarp tam tikry modelio parametry gali susidaryti vadina-
moji momentiné koreliacija. Si koreliacija atsiranda tik dél to,
kad mazoje imtyje nejmanoma visi$kai uZtikrinti atsitiktinés
imties savybiy. Momentiné koreliacija gali i$kreipti modelio pa-
rametry jautrumo indeksus ir pateikti klaidingg jy reitingavima.
Todél rekomenduojama palyginti keliy imties metody (SRK, ko-
reliacijos koeficientai) pateikiamus rezultatus. Jei jautrumo rei-
tingavimas tam tikriems parametrams Zenkliai skiriasi, reikéty
iStirti pradinés imties savybes.

3.2. Dispersijos i$skaidymo metodai jautrumo analizéje

Dispersijos i$skaidymo metodai laikomi vienais objektyviausiy
metody vertinant parametry svarbg. Dazniausiai taikomi du
pagrindiniai metodai: Furjé amplitudZiy jautrumo indeksai ir
Sobolio indeksai. Dispersijos i$skaidymo metodams priskiria-
mas ir koreliacijos santykis. Pagrindinis dispersijos i§skaidymo
metody pranasumus yra tai, kad jie vertina parametrus tiesiogiai
tarp parametry imties ir modelio rezultaty, o ne per tarpinj tie-
sinj modelj (kaip SRK) ar duomeny rangavima (kaip Spirmeno
koreliacijos koeficientas). Dispersijos i$skaidymo metodai taip
pat gali jvertinti parametry tarpusavio saveikos jtaka modelio
rezultatui. Ta¢iau pagrindinis $iy metody (i$skyrus koreliacijos
santykj) triakumas yra tai, kad reikia didelio modelio skai¢iavi-
my skaiciaus ir jis didéja proporcingai parametry skaiciui. Sis
trikumas yra viena pagrindiniy priezas¢iy, dél kurios sudétin-
ga taikyti dispersijos i§skaidymo metodus sudétingiems mode-
liams, turintiems daug parametry. Si jautrumo analizés sritis

$iuo metu intensyviai plétojama ir kuriami nauji metodai, lei-
dziantys gauti tikslius parametry jautrumo indeksus su nedaug
skai¢iavimy [10]. Furjé amplitudziy jautrumo indeksy taikymas
pateiktas [3]. Artimiausiu metu autoriai numato pateikti spaudai
i$samesne dispersijos i§skaidymo metody taikymy apzvalga.

4. PROGRAMINE JRANGA

Jautrumo ir neapibréztumo analizei atlikti sukurta keletas pro-
graminés jrangos pakety. Viena jy yra GRS kompanijos pro-
grama SUSA (angl. System for Uncertainty and Sensitivity
Analysis) [11]. Si programa skirta atlikti modelio neapibréztu-
mo ir jautrumo analize imties metodais. Taip pat $ia programa
galima apytiksliai apskaiciuoti ir vieng i§ dispersijos i$skaidy-
mo jautrumo indeksy — koreliacijos santykj. Kitas populiarus
programy paketas yra SIMLAB [12]. Sis paketas skirtas atlikti
modelio neapibréztumo ir jautrumo analiz¢ imties ir dispersi-
jos i$skaidymo metodais. Tac¢iau $iuo paketu negalima skaic¢iuoti
koreliacijos santykio. SIMLAB paketas yra laisvai platinamas vi-
siems norintiems vartotojams.

Gauta 2006 10 22
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Sutrumpinimai

GRS - Vokietijos kompanija (Gesellshaft fiir Anlagen und
Reaktorsicherheit)

SRK - standartizuotas regresijos koeficientas

RBMK - rusiska abreviattra (Didelés galios kanalinis reakto-
rius)

SUSA - programiné jranga (System for Uncertainty and
Sensitivity Analysis)
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STATISTICAL METHODS OF UNCERTAINTY AND
SENSITIVITY ANALYSIS FOR MATHEMATICAL MODEL
OUTPUT

Summary
Processes and phenomena in various fields of science are often ana-
lysed by mathematical models. Recently mathematical models are ap-
plied not only in physical and technological sciences, but also in bio-
logy, pharmacy and other sciences previously known as experimental.
However, an extensive use of mathematical models and computer codes
offers new problems and challenges. One of such challenges is effective
an evaluation of model output uncertainty and sensitivity analysis. The
main aim of the paper is to overview the statistical methods that are
available for uncertainty and sensitivity analysis and to indicate their
strengths and weaknesses.

Key words: mathematical models, uncertainty of results, statistical
analysis, indices of parameters sensivity, coefficient of regression

Buruc Konycrunckac, Po6eprac Ansbyrac, F0ozac Ayryruc

CTATUCTUYECKHME METOJIbI AHAJIN3A
YYBCTBUTEIbHOCTU ITAPAMETPOB 1
HEOITIPEJETEHHOCTU PE3YJ/IbTATOB
MATEMATUYECKVX MOJEJTEN

Peswome
IIpotiecchl 1 ABIEHNS B Pa3HBIX 00/1aCTAX HAYKY YaCTO AHATIMBUPYIOT-
¢4 C VICIIOTIb30BaHYeM MaTeMaTnyecKux Mopereit. [Tocennue mmpoxo
MPUMEHAITCS He TOTBKO B QM3NYECKIUX UM TEXHONMOTMYEeCKIX HAYKaX,
HO TaKoKe B 6uonmoruit, papMaKoIornm u B IPyTuX HayKax, KOTOPBIE pa-
Hee CYUTAIVCD VICKTIOUNTENBHO IKCIIepUMEeHTanbHbIMI. OTHAKO 1IN~
pOKOe MCIIONb30BaH)E MAaTeMaTIIeCcKIX MOJETIell ¥ KOMIIbIOTEPHBIX
KOJIOB BBIABTIsIET 1 HOBbIe IPo6meMbl. OfHOI 13 TAKNX PO6IeM sIBILS-
10TCs 9 PEKTIBHASA OLIeHKA HEOTIPEIeIEHHOCTH Pe3y/IbTaTOB MaTeMa-
TIUYECKOIl MOJIEN ¥ aHaM3 YyBCTBUTETbHOCTM IMapamMeTpoB. Ilembio
IaHHOI CTaTby ABJIACTCA 0630 CTATUCTUYECKIX METOIOB, VICIIOb3Y-
eMBIX TIpM aHa/M3e YyBCTBUTEMBHOCTY MApaMeTPOB 1 HeolpefeneH-
HOCTH Pe3y/IbTaTOB MaTeMaTNIeCKIX MOJIeneri.

KrnroueBble cmoBa: MaTeMaTnyeckye MO/, HEOIPeeIeHHOCTD
Pe3y/IbTaToOB, CTATUCTIYECKIII aHA/MN3, MHAEKCH TYBCTBUTEMBHOCTI
apameTpoB, KO3 PUIMEHTbI perpeccun



